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Pairing quadrupolaire et propriétés des états (0+ )
des noyaux des terres rares
A. Issa (+)
Institut des Sciences Nucléaires, 38026 Grenoble Cedex, France
(Reçu le 10 juillet 1980, accepté le 16 octobre 1980)
Résumé. 2014 Le pairing quadrupolaire est introduit simultanément avec le pairing monopolaire et l’interaction
à longue portée pour l’étude des états (0+) excités dans la région des terres rares. Les calculs sont faits dans les
approximations BCS et RPA. L’influence du choix des paramètres sur les résultats est discutée. Une attention
particulière a été portée sur les états (0+) possédant un rapport X0 des probabilités de transition (E0) sur (E2)
supérieur à 1. Le pairing quadrupolaire est nécessaire pour expliquer les propriétés de ces états et il peut en outre
expliquer l’apparition d’un troisième état (0+) excité en dessous du gap.
Abstract. 2014 The quadrupole pairing is introduced simultaneously with monopole and quadrupole particle-hole
interaction for the study of the excited (0+) states in the rare-earth region. The calculations are made in the frame-
work of BCS and RPA. The influence of the choice of parameters on the results is discussed. Particular attention
has been devoted to (0+) states having a ratio X0 of the transition probabilities (E0) over (E2) larger than 1. The
quadrupole pairing is necessary to explain the properties of these states and can explain the apparition of a third (0+)
excited state below the gap.
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1. Introduction. - Ces dernières années, plusieurs
auteurs se sont, intéressés à l’étude des états excités (0+ )
des noyaux pair-pair déformés. Les transitions (E2)
de ces états vers ceux de la bande fondamentale sont
faibles, alors que les transitions (EO) de ces états vers
le fondamental sont souvent fortes. Dans la région
des actinides, les résultats expérimentaux [1] abondent.
Dans la région des terres rares, la plupart des noyaux
pair-pair ont été étudiés [2-19]. Dans cette région
plusieurs états (0+ ) excités sont parfois trouvés en
dessous du gap d’énergie, et les rapports Xo des
probabilités de transitions réduites (EO) et (E2) de
certains états sont supérieures à 1.
Pour expliquer les propriétés de ces états (0+)
plusieurs hypothèses ont été avancées. On a surtout
essayé de modifier l’Hamiltonien et en particulier
l’interaction résiduelle. Une interaçtion de pairing
monopolaire et une interaction quadrupolaire à
longue portée [20] ne peuvent pas faire apparaître
plus d’un niveau en dessous du gap, de même que
l’introduction d’une interaction spin-orbite à deux
corps [21]. L’introduction d’une interaction spin-
quadrupole [22] ou d’un terme hexadécapolaire dans
la force multipolaire [23] peut expliquer l’appari-
tion d’un second (0+) en dessous du gap. Tout récem-
ment, des interprétations des résultats expérimentaux
pour les isotopes de Sm [19] et de W [10] ont eu des
succès dans le cadre de l’approximation des bosons
en interaction [24] traitée à l’aide de la théorie des
groupes. Une modification du traitement du pairing
a été faite dans les actinides [25] et les terres rares [26]
où l’équation de Bethe-Salpeter remplace une RPA
généralisée, mais les résultats donnent des B (E2) trop
petits. 
,
L’idée d’introduire un pairing non constant, dépen-
dant de l’orbite a été reprise par plusieurs auteurs.
L’idée première est de R. E. Griffin et al. [27]. On
suppose qu’il y a deux catégories de niveaux indivi-
duels v ), oblate et prolate, suivant leur pente dans
un schéma de Nilsson, que les éléments de matrice
du pairing sont les mêmes pour les états de même
type et que ces éléments de matrice sont réduits d’un
facteur B  1 pour des états de types différents. On
peut alors, dans ce modèle simple, engendrer deux
états superfluides. Plusieurs auteurs [28] ont repris
cette idée en faisant des calculs plus réalistes. Plus
récemment, on a introduit le pairing quadrupolaire
et on a trouvé qu’il était important pour l’étude des
états (1 + ) et les moments d’inertie [29], le back-(+) 
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bending [30], les états à plusieurs phonons [31] et
les états (0+) des actinides [32]. L’interaction de
pairing est définie par [33] :
où l’on retient les deux premiers termes : Â = 0, le
terme habituel de pairing monopolaire et /L = 2, le
terme de pairing quadrupolaire; est l’espèce de
particules (proton ou neutron). G’ et G’ sont les
constantes de pairing (Gô, G’ &#x3E; 0). Pour les états (0+)
que nous considérons on prend :
où q:(2) est un élément de matrice individuel dont
nous discuterons le choix. Les éléments de matrice
du pairing sont alors (nous omettons l’indice n) :
On retrouve l’idée de Griffin : si qv qvl &#x3E; 0 les élé-
ments de matrice (3) sont grands, si q v (2) qt1;)  0 les
deux termes dans (3) se détruisent partiellement.
Dans cet article, nous introduisons le pairing
quadrupolaire pour l’étude des états (0+) des noyaux
pair-pair dans les terres rares. D’abord, nous écrivons
le formalisme et les équations théoriques. Ensuite,
nous examinons l’influence sur les résultats du choix
des différents paramètres et de la manière de les
introduire dans les calculs. Enfin, nous étudions plus
particulièrement les niveaux qui ont un rapport
Xo &#x3E; 1.
2. Théorie. - 2.1 HAMILTONIEN. - L’Hamilto-
nien modèle est la somme de trois parties :
H,, est un champ moyen qui décrit le mouvement
individuel des nucléons dans le noyau. HP et Hmp
sont deux types d’interaction résiduelle qui tiennent
compte respectivement des corrélations de paires et
de l’interaction à longue portée. He sera représenté
par le potentiel de Nilsson [34] qui s’écrit en seconde
quantification :
où la sommation sur v porte sur les états où kv &#x3E; 0.
HP est défini par (2) et (3), Hmp par :
où nous ne retiendrons que les termes = 2, IÀ = 0
et où R2ô est un opérateur défini par :
est l’élément de matrice quadrupolaire :
Nous prendrons xi§’ = x pour tout n, Jt’, A, p et par
la suite nous omettrons, pour simplifier, les indices
n et n’.
2.2 EQUATIONS BCS. - Pour chaque espèce de
particules, nous cherchons par la méthode varia-
tionnelle les valeurs propres de l’Hamiltonien
Pour ce faire, nous introduisons la transformation
canonique de Bogolyubov qui permet d’écrire 1 H’
sous la forme :
le terme H31 n’intervient pas dans notre cas, nous le
négligeons. Les termes H40 et H22 seront traités avec
l’interaction résiduelle Hmp. En exigeant que H20=0
(alors H se réduit aux deux premiers termes) et que
le nombre n de particules est conservé en moyenne,
on obtient les trois équations suivantes :
---
est l’énergie de quasi-particule,
z est un gap dépendant de l’état individuel
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2.3 EQUATIONS RPA. - Nous introduisons les
opérateurs d’excitation élémentaire qui créent ou
détruisent deux quasi-particules couplées à k = 0
Nous introduisons aussi les opérateurs de création
et de destruction d’un phonon :
Si 1 t/1 0 &#x3E; est l’état fondamental du noyau, en utilisant
l’approximation RPA, nous exigeons que :
= un état excité du noyau d’énergie co,
ce qui peut s’écrire :
L’orthogonalité des états impose :
Ces deux conditions (13) et (14) déterminent les
Xab(i) et Yab(i) ainsi que les énergies coi des états (0+)
du noyau, elles conduisent à l’équation de dispersion
généralisée :
avec :
SQ(Â, w) et SK(A, w) sont deux matrices carrées
4 x 4 dont les éléments sont des quantités analogues
à S, et S2’ Pour ne pas alourdir le texte, nous n’en
donnerons pas la forme explicite. Xab(i) et Yab(i) sont
données par :
où R(i) est une quantité qui dépend de SQ, SK et de
termes analogues à Si et S2, dont nous ne donnerons
pas l’expression détaillée et où :
2.4 OPÉRATEURS. - La probabilité réduite de tran-
sitions B(E2, Ii -+ I f) est définie par :
où E2e(S) est l’opérateur de transition électromagné-
tique E2 exprimé dans le système de laboratoire (S) :
où la somme s’étend sur tous les protons de coor-
données Rp, 0p et (pp dans le système du laboratoire,
e la charge du proton.
Si on introduit des charges effectives e ff pour
tenir compte de la troncature de la base des états
individuels, et si on écrit l’opérateur E2 dans le sys-
tème lié au noyau, on aboutit à l’expression suivante :
Dans nos résultats B(E2) sera exprimé en single
particle units (S.P.U.) défini par :
où Ro = 1,23 A il3 est le rayon nucléaire.
La probabilité de transition B(EO) est définie par :
où Q est un facteur tabulé [35] qui dépend peu des
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propriétés du noyau, p est le paramètre qui donne
les renseignements concernant la structure nucléaire :
EO est l’opérateur transition monopolaire électrique
donné par :
Les calculs conduisent à :
où L1t(Wi) se déduit de :F 1t(Wi) en remplaçant Q (’l
par l’élément de matrice  v 1 r2 1 v’ ).
Pour limiter le nombre de paramètres nous adop-
tons la même charge effective pour B(EO) et B(E2) :
Le rapport Xo défini par [36] s’écrit alors :
3. Choix des paramètres. - Pour étudier l’in-
fluence des différents paramètres sur les résultats
nous avons effectué des calculs pour trois noyaux
tests couvrant la région des terres rares : 158Gd,
174 Hf et ls2W. Ces noyaux ont été sélectionnés de
façon à avoir des répartitions différentes des orbites
prolate et oblate au voisinage de la surface de Fermi.
Ainsi, dans le champ neutron on a :
- 158Gd : surtout des orbites prolate,
- 174Hf : des orbites prolate d’un côté et oblate
de l’autre,
- 182W : surtout des orbites oblate avec quelques
prolate.
Dans le champ proton, on a des orbites prolate
pour 158Gd et quelques oblate pour 174 Hf et i s2W.
Les calculs de ce chapitre sont effectués pour une
valeur moyenne de la déformation B = 0,25 et en
incluant 30 orbites également réparties de part et
d’autre de la surface de Fermi.
3 .1 qv ET Go. - Chacune de ces deux quantités
est définie de deux façons que nous noterons (B) et
(R) :
Choix (B) : pour q, c’est la définition habituelle
pour Go, on impose à la valeur moyenne des gaps
,J,, et AV2 soit A, = 1/2(dvl + A,,) d’être égale à
la valeur Jexp du gap tirée de l’expérience, où V,
et v2 sont les orbites pour les protons et
pour les neutrons.
Choix (R) : définitions adoptées dans la réfé-
rence [32] :
pour Go on impose à la plus petite énergie de quasiL
particule E,. d’être égale à d exp. Dans la plupart des
cas, vo est situé au voisinage direct de la surface de
Fermi.
Pour les deux choix, les valeurs des gaps dexp sont
tirées de la référence [37] où elles sont calculées à
partir d’une formule empirique de masse.
Nous avons alors quatre définitions possibles
pour le couple (q,, Go) : (B, B), (B, R), (R, B) et (R, R).
Pour faire des comparaisons il faut prendre G2 =1= 0.
Certains auteurs fixent la valeur de G2 avec une
dépendance en A [38] ou en Go [39]. D’après des
calculs effectués avec une interaction à de surface il est
plus raisonnable de prendre G2 N Go [29, 40], aussi
dans les calculs de ce chapitre nous fixons le rapport
G21GO = 1 (où on s’est ramené à des quantités
exprimées avec la même unité).
Tableau I. - Valeurs expérimentales de OJ, B(E2),
p2 et Xo concernant les états (0+) excités du noyau
158Gd, comparées aux résultats des calculs théoriques
faits pour les quatre choix du couple (qv’ Go) et en
fixant les paramètres suivants : G21GO = 1, e = 0,25,
e.ffle = 0,2 ; le taux de transition B(E2) est exprimé
en o Single Particle Unit » (S.P.U.) et w en MeV.
[Expérimental values of co, B(E2), p2 and Xo for the 0+
excited states of 158Gd as compared to the results
of the calculation with the four choices for the set
(q,, Go) but with a fixed value of G2/Go = 1, e = 0.25,
eeffle = 0.2. The transition rate B(E2) is expressed in
single particle units (S.P.U.) and w in MeV.]
(1) Une définition analogue a été utilisée par Hamamoto [29] où
Vl et v2 sont les orbites des états fondamentaux des noyaux impairs
(A - 1) et (A + 1) où A = (Z, N) est le noyau pair-pair étudié.
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Les tableaux I, II et III montrent les résultats des
calculs effectués avec les quatre définitions du cou-
ple (qv, Go). Pour les trois noyaux étudiés, le cas
Go = (R) donne le plus grand écart avec les énergies
expérimentales, Go = (B) donne trois niveaux dans
158Gd et deux niveaux dans 174Hf en dessous du gàp
comme c’est le cas expérimentalement. On remarque
en outre que le choix (R) ou (B) de qv n’affecte que
très peu les résultats et que le choix (B) de Go donne
une meilleure stabilité des résultats. Le choix (R, R)
peut modifier considérablement les résultats dans
les noyaux où existe un mélange d’orbites prolate et
oblate au voisinage de la surface de Fermi. ,
D’autre part, le fait de fixer le rapport G21G. = 1
conduit à une renormalisation de la valeur de Go
obtenue pour G2 = 0. Avec le choix (R, B), alors que
pour G2 = 0, Go(p). varie entre 25,5.A et 28,5.A
Tableau II. - Même légende que pour le’tableau I,
avec des valeurs des paramètres G 2/G 0’ e et eeff identi-
ques, pour le noyau 174Hf. 
-
[Same caption as for table I, with the same values for
the parameters G2/GO, e and eeff, for. 1 "Hf]
Tableau III. - Même légende que pour le tableau l,
avec des valeurs des paramètres G21GO, e et eeff identi-
ques, pour le noyau 182W..
. [Same caption as for table 1, with the same values for
the parameters G2/GO, e and eeff, for 182W.]
et Go(n) entre 23. A et 24,5. A ; pour , G21GO = 1
. on obtient une stabilité pour les trois noyaux étudiés : -.
En conclusion de cette étude, nous ne garderons
par la suite que le choix (R, B) pour le couple (q,,
Gq).
3.2 INFLUENCE D’UNE VARIATION DE d . - En l’ab-
sence d’orbites oblate au voisinage de la surface de
Fermi (158Gd) une variation de 10 % de d p ou J.
n’affecte pratiquement pas les résultats : 0153, B(E2),
p et Xo. Dans 1 "Hf et 182W où des orbites oblate
apparaissent, les propriétés des états (0+ ) ne sont pas
très affectées mais on peut avoir à partir d’une cer-
taine valeur de l’énergie des interversions de niveaux
de même nature.
3.3 CUT-OFF. - Pour tenir compte de la tronca-
ture de la base des états de particules nous avons
introduit une charge effective eeff’ 5 celle-ci peut être
considérée comme nulle dans le cas où tout le champ
de particules est inclus. L’effet du cut-off est négli-
geable sur les énergies des états (0+ ) et sur leur fonc-
tion d’onde. Par contre, pour avoir les mêmes valeurs
pour p et B(E2) il faut augmenter la charge effective
au fur et à mesure que la troncature est plus sévère.
Ainsi pour 40 niveaux, il faut prendre eeff/e entre
0,01 et 0,1 et pour 30 niveaux il faut prendre eeff/e
de l’ordre de 0,2.
3.4 DÉFdRMATION DE LA BASE. - Nous avons effec-
tué tous les calculs de manière cohérente dans la
base cylindrique dépendant de la déformation
1 NNz AE(e) &#x3E; définie par Boisson-Piepenbring [41].
La différence entre ce traitement et celui de Nils-
son [34] réside ici dans le calcul des éléments
de matrice de r2 et de r2 Y20, donc dans celui des
éléments qv. Les traitements de la référence [41] et de
Nilsson conduisent dans certains cas à des natures
d’états (0+ ) et à des propriétés électromagnétiques
de ces états différentes. D’une façon générale les
B(EO) et B(E2) sont plus grandes dans le traitement
de Boisson-Piepenbring que dans celui de Nilsson.
3. 5 PARAMÈTRE x DE LA FORCE A LONGUE PORTÉE. -
Habituellement, et c’est ce que nous avons fait, la
valeur de x est choisie de manière à faire coïncider
l’énergie du premier état (0+) excité avec sa valeur
expérimentale. Avec la valeur ôbtenue de X on cal-
cule ensuite les autres (0+ ). Avec cette méthode, pour
chaque valeur du rapport G21GO on a une valeur
différente de x. Mais on peut aussi fixer la valeur de x,
pour toute valeur de G2/GD, soit. en prenant celle
obtenue avec la première méthode pour G2 = 0
soit en adoptant une dépendance en A [30, 32]. Le
rapport G2/Go étant fixé, nous avons étudié l’in-
fluence d’une variation de x : les énergies et les fonc-
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tions d’onde des états (0+) excités ne sont pratique-
ment pas touchées sauf pour le premier (0+) excité
où on peut parfois avoir des variations considérables
avec x. Quant à B(EO) et B(E2) on peut retrouver les
mêmes valeurs en changeant eeff : selon le sens de
variation de x il faut augmenter ou diminuer eeff pour
retrouver les mêmes B(EO) et B(E2). 
z
4. Etude des noyaux où on a observé des Xo &#x3E; 1. -
L’étude précédente sur l’influence des différents para-
mètres nous a indiqué le meilleur choix pour le
couple (qv, Go) -_- (R, B). Quant aux autres paramètres,
nous avons vu que les différentes définitions et métho-
des utilisées ne donnent pas des écarts supérieurs à
10 % pour les quantités qui nous intéressent ici.
, Dans ce chapitre, les discussions sont axées sur les
seuls noyaux possédant des états (0+) ayant un rap-
port Xo &#x3E; 1. Ils peuvent être classés en deux groupes :
164 Er, 168Yb et 172 Hf d’une part et 172 Yb et 176 Hf
de l’autre. Remarquons qu’à l’intérieur de chaque
groupe, les noyaux se déduisent les uns des autres
par le transfert d’une particule a.
Le paramètre de déformation e peut varier pour
chaque noyau selon les auteurs et les méthodes d’obten-
tion [15, 20, 37, 42]. Dans les calculs de ce chapitre,
le critère du choix de e était de retrouver la situation
expérimentale où dans certains noyaux plusieurs
états (0+ ) sont en dessous du gap. La figure 1 montre
les courbes correspondantes où les énergies présentent
un minimum, la situation expérimentale est repro-
duite (sauf pour l’6Hf) autour de ce minimum qui se
trouve dans un petit intervalle sur l’axe des e. Les
valeurs que nous adoptons sont :
Avec ces valeurs de e, la variation de l’énergie
w(ot) en fonction du rapport G21GO est montrée
sur la figure 2. Alors que le pairing monopolaire
seul (G2 = 0) ne peut donner qu’un seul niveau (0+)
excité en dessous du gap, l’addition du pairing qua-
drupolaire (G2 :0 0) peut faire apparaître deux ou
trois états (0+ ) excités en dessous du gap. Remar-
quons qu’en introduisant d’autres forces résiduelles
supplémentaires, les auteurs des références [22] et
[23] ont pu obtenir un second (0+ ) excité en dessous
du gap mais jamais trois comme c’est le cas ici avec
G21GO = 1.
Les tableaux IV à VIII montrent les résultats de
nos calculs comparés à ceux de l’expérience ; nous y
avons reporté aussi les résultats disponibles d’autres
calculs effectués sur ces noyaux. Les états où Xo &#x3E; 1
Fig. 1. - Courbes de variation des énergies Q) des premiers états (0+) excités en fonction du paramètre E de déformation pour les noyaux :
164Er, 168yb, 172Ht 172 Yb et l’6Hf. L’énergie du premier état (0+) excité de chaque noyau n’y figure pas, elle coïncide avec la valeur expé-
rimentale de l’énergie de cet état pour tout ~. Les calculs sont faits avec le choix (R, B) du couple (qv, Go) et en fixant le rapport G21GO = 1.
Les droites horizontales en pointillés représentent 2 d exp, le double du gap expérimental de chaque noyau.
[Variations of the energies Q) of the first (0+) excited states as a function of the deformation parameter e for 164Er, 16 8Yb, 172Hf, l’2Yb
and 176Hf. The energy of the first (0+) excited state is not given : it is identical to the experimental value for any G. The calculations are
done with the choice (R, B) for (qv’ Go) with a fixed ratio G21G, = 1. The horizontal dashed lines correspond to 2 Aexp, twice the expérimental
gap for each nucleus.]
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Fig. 2. - Courbes de variation des énergies w des premiers états (0+) excités en fonction du rapport G21GO variant entre 0 et 1. Les calculs
sont faits avec le choix (R, B) du couple (qv, Go) et en fixant le paramètre de déformation e de chaque noyau (pour les valeurs de e voir
le texte). L’énergie du premier état (0+) excité de chaque noyau n’y figure pas, elle coïncide avec la valeur expérimentale de l’énergie de cet
état pour toute valeur du rapport G2/Go.
[Variations of the energies w of the first (0+) excited states as a function of the ratio G21GO which is varied from 0 to 1. The calculations
are doné wi9tthe choice (R, B) for (q,, Go) with a fixed value of the deformation parameter e for each nucleus (see text for the values ofe).
The energy of the first (0+) excited state is not given : it is identical to the experimental value for all values of the ratio G21GO.]
Tableau IV. - Valeurs expérimentales de co, B(E2), p2 et Xo concernant les états (0+) excités du noyau 164Er,
comparées aux résultats des calculs théoriques utilisant des interactions résiduelles différentes. Colonne 1 : spin-
quadrupole [12], colonne 2 : terme hexadécapolaire [23], colonne 3 : b de surface [26], colonnes 4 et 5 : nos calculs faits
respectivement avec G2 = 0 et G2/Go = 1 et pour eeff/e = 0,2 et e = 0,27.
[Experimental values of m, B(E2), p2 and Xo for the 0+ excited states of 164Er as compared to the results of the
calculation with various residual interactions. Col. 1 : spin-quadrupole [12], col. 2 : hexadecapolar term [23],
col. 3 : surface à interaction [26], cols. 4 and 5 : our calculations with respectively G2 = 0 and G2/GO = 1, for
eeffle = 0.2 and e = 0.27.]
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Tableau V. - Même légende que pour le tableau 1 V, pour le noyau 168Yb avec e = 0,30.
[Same caption as for tablè IV, for f68Yb with £ = 0.30.]
Tableau VI. - Même légende que pour le tableau IV,
pour le noyau 172 Hf avec e = 0,33.
[Same caption as for table IV, for 172Hf, with e = 0.33.]
ne sont pas toujours bien décrits, toutefois le pairing
quadrupolaire les décrit mieux que les autres calculs.
Nous remarquons que ces états sont surtout des états
de vibration de paires de proton à l’exception du
quatrième niveau dans l’2Yb et du cinquième dans
164Er où on a un état de vibration de paires de neu-
trons. De plus dans les noyaux considérés on retrouve
toujours dans la fonction d’onde des états de vibra-
tion depaires de protons l’orbite 1/2 + [411]p avec
une forte composante. Contrairement aux affirma-
tions de J. Larysz et al. [16] l’orbite 1/2 - [541]p
ne semble pas jouer un rôle prédominant dans la
description des états (0+) à fort Xo dans ces noyaux.
Tableau VII. - Même légende que pour le tableau IV, pour le noyau l’2Yb avec E = 0,275.
[Same caption as for table IV, for l’2Yb, with e = 0.275.]
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Tableau VIII. - Même légende que pour le tableau 1 V, pour le noyau 176 Hf avec e = 0,32.
[Same caption as for table IV, for 176H( with e = 0.32.]
5. Conclusion. - En conclusion de ce travail,
on peut dire que l’introduction du pairing quadru-
polaire est nécessaire pour expliquer certaines pro-
priétés des états (0+) dans les noyaux de la région des
terres rares, en particulier les Xo &#x3E; 1. Elle permet en
outre d’expliquer l’apparition dans certains cas d’un
troisième état (0+) excité en dessous du gap. Enfin,
il faut noter l’importance du choix de la définition de
certains paramètres comme l’intensité Go de la force
de pairing monopolaire et des éléments de matrice
fixant le pairing quadrupolaire.
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